SUITES ET LIMITES

Un raisonnement « récurrent » :

1) A partir d’'un exemple :

On considére la suite (u,) définie sur N par u, = 4™ — 1, c’est-a-dire la

i
M
= ’ .
,}"; ,;47 séquence de nombres suivants : {0 :3;15;63;255;1023:;4095; }
-
i .
‘,j'/ ;j’/ On peut alors remarquer que tous ces nombres sont des multiples de 3.
i
INE i .
,:I’;‘ ,Z, Hérédité : Se pose alors légitimement la question :
Il sachant que ron est AN . . .
| ” achant que l'on est sur ) u t N tdt It I d 3
ﬁ;{;\iﬁ une marche quelconque, « Pour tout entIernatureln, 4" — 1 est- i exi tn en Iert. e;ct II mu I:ij 3e k
/‘l’\ll‘? on sait franchir la suivante. silexiste un entier k tel que IV = 3 X
{0 . . .
;3&\,’,',‘ il bien un multiple de 3 ? »
i~
I . . A N P
,’:/6'~J4'¢' On peut conjecturer que « oui » mais il reste a le démontrer.
il Etape initiale :
‘ La démonstration de ce résultat repose sur un type de raisonnement

On sait franchir la
premiere marche

- AXIOME DE RECURRENCE
Soit P(n) une propriété dépendant de I’entier naturel n.

appelé « raisonnement par récurrence ».

On suppose que I'on a les assertions suivantes :
L’initialisation
n’est pas forcément

P(0) est vraie (INITIALISATION) e
vn € N, P(n) vraie implique P(n + 1) vraie (HEREDITE) -

Alors P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

Remarque :
Soit ny € N. Si P(ng) est vraie et si, pour tout n = ny, P(n) vraie implique P(n + 1) vraie alors P(n) est

vraie pour tout entier naturel n supérieur ou égal a n,.

2) Démontrer par récurrence :
Soitn € N. On pose P(n) la propriété « 4™ — 1 est multiple de 3 ».
Démontrons, par récurrence, que la propriété P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

e INITIALISATION :
P(0) est donc vraie.

Donc 4° — 1 est bien un multiple de 3.

4°—1=1-1=0. Or0=3x0.

e HEREDITE :
Soitn € N quelconque et fixé tel que P(n) = 4" — 1 = 3 X k ou k € N. st I'hypothése de récurrence)

Onaalors 4" —1=4"x4'—-1
AT _1=4"x(3+1)—-1
Al 1 = 3 X 4™ {4 —
41— 1=3x4"+3xk

4+ = 3(4" + k)

(d'aprés I'hypothése de récurrence)

Soit 41— 1 =3 x k' ouk' €N
P(n + 1): 4! — 1 est un multiple de 3.
CONCLUSION : P(0) est vraie et pour tout n entier naturel, on a montré que, si P(n) est vraie, alors

L]
P(n + 1) I'est aussi. Donc, pour tout n entier naturel, 4" — 1 est un multiple de 3.

ou - La propriété P(n) est vraie pour tout entier naturel n.
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Exercices :

e Démontrer, a l'aide d'un raisonnement par récurrence, que pour toutn € N :

k=n

nn+1)
D=0 =
k=0

2

e Soitn un entier naturel. Comparer 2" et n?. Emettre une conjecture sur 'ordre de ces deux entiers,

puis la démontrer.

e Démontrer I'inégalité de Bernoulli : démontrer, pour n entier, n > 0, la propriété B(n) suivante :

Pour tout nombre réel x > 0,ona (1 + x)" > 1 + nx.

Comportement d'une suite numérique :

Par « comportement de la suite (u,) » on sous-entend étudier les propriétés du nombre u, lorsque n

devient de plus en plus grand (variations, encadrement, comportement a l'infini,...).

Soit (u,,) une suite de nombres réels définie sur N.

1) Suites majorées, minorées, bornées (rappels de 1°¢) .

- DEFINITION

Soit M et m deux nombres réels. On dit que la suite (u,,) est:

e majoréeparMsi,Vn e N,u, < M;
e minorée parmsi,vn € N,u,, > m;
e bornéesi,VneENm<u, <M.

Exemples :

e Soit la suite (1) .
n/n=1

_q _1 _1
U = ,u2—2,u3—3,...
1
vn € N*,— > 0.
n

Cette suite est minorée par 0, mais elle est
également minorée par tout réel négatif! Un

minorant n’est donc pas unique !

Exercice :

Soit (u,,) la suite définie sur N par ug = 0 et u, ., =

e Soitla suite (n?),,50.

Cette suite est également minorée par 0 qui est
en plus, le minimum de la suite car est atteint au
rang 0.

u, +1

1- Observer la représentation graphique de cette suite et conjecturer le plus précisément possible a et

b, deux entiers tels que a < u,, < b.

2- Démontrer par récurrence la conjecture précédente.

2) Limite finie d’'une suite :

On dit aussi:

—— DEFINITION e u, tend vers [ quand
. o . . . n tend vers +oo
La suite (u,) admet pour limite le réel [ si, tout intervalle ouvert contenant [ ou
contient toutes les valeurs u, a partir d'un certain rang. e (u,) converge vers
On écritalors: lim u, =1 le réell
n—-+oo
ou
Si une suite (u,,) a pour limite un nombre réel [, alors cette limite est unique. e (uy) est convergente
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Remarque :

Dire qu'une suite a pour limite [ revient aussi a dire que son terme général u,, est aussi proche de [ que

I'on veut a partir d'un certain rang.

3) Limite infinie d’'une suite :

| DEFINITION

Soit A € R.

que la suite (u,) a pour limite +oo.

On écritalors : lim u, = +oo.
n-+oo

que la suite (u,) a pour limite —co,

Si tout intervalle de la forme | A ; + [ contient tous les termes de la suite a partir d’un certain rang, on dit

Si tout intervalle de la forme |—o ; A [ contient tous les termes de la suite a partir d’un certain rang, on dit

On écritalors : lim u, = —oo.
n—-+oo
= On dit aussi :
T i e 1w, tend vers +oo (ou —o0) quand n tend vers +oo
~ ou
e (uy,) diverge vers +oo (ou —o0)
: ou
P £ e (uy) estdivergente
Remarque :

Une suite peut ne pas admettre de limite. Par exemple, la suite définie pout tout entier naturel n par

u, = (—1)™ qui prend alternativement les valeurs —1 et 1. Elle n'admet pas de limite et on dit

également qu’elle diverge.

I11- Limites et opérations sur les limites de suites :

1) Limites des suites usuelles :

* lim n=+4o0 ¥ lim n? = 4o
n—-+oo n—-+oo
.1 .1
* lim —=0 * lim =0
n-+oon n-+oon
Pour tout entierk > 1 : * lim nk = 4o
n—-+oo

2) Opérations sur les limites de suites :

* lim vn =+

n—-+oo
) 1
* lim —=0
n—-+oo n
) 1
*  lim — = 0
n-+oon

Soit deux suites (u,) et (v,,) admettant une limite finie ou infinie et [ et ', deux réels.




a.

C.

Limite d’'une somme :

lim u,
—+00 l +OO —0Q0
lim v,
n—-+oo
U [+ +o0 —0o0
+o0 +0o0 +0o0 Pas de résultat général
—00 —00 Pas de résultat général —00
Exemple :
1
Soit la suite (u,,) définie pour tout entiern > 1 paru,, =1 + -
.1 : 1
lim —=0 donc lim (1 +—) =1
n-o+on n—+o n
Limite d'un produit :
lirfo0 Up
N l#0 0 +00 —o0
lim v,
n—+oo
, , +oosil’ >0 +oosil' <0
I'+#0 Ixl 0 o, .
—oosil’ <0 —oosil’ >0
0 0 0 Pas de résultat général
+oosil >0 Pas de résultat
400 00 —0
—oosil <0 général
+oosil <0 Pas de résultat
—00 —00 + o0
—oosil>0 général
Exemple :
Soit (v,) la suite définie pour toutn € N par v, = n* — n.
lim n?= 4o n“—n=nn-1)
n—+oo .
lim n=+o d'olt lim —n= -0 Jim n = o0
n—-+oo n-+o .
Par somme, on n’a pas de résultat général. nl_lffoo(n — D=+
Par produit: lim v, = +o
n—-+oo
Limite d'un quotient :
i
n—-+oo
I Y T
I =0 L 0 +005}l,>0 +OOS}l,<0
U —oosil' <0 —oosil’ >0
+ i 5 . .
0 Lo en fonction du Pas d/e r/esultat +oo en fonction du signe de v,
signe de v, général
Pas de résultat Pas de résultat
+o0 0 0 P P
général général
Pas de résultat Pas de résultat
—00 0 0 L L.
général général
Exemple :
1
Soit (w,,) la suite définie pour tout entier naturel n, par w, 711
n
lim n*=+oco0 d'ott lim (n*+ 1) = +oo donc lim (— ) =0
n-+o n-+o n->+oo \n“+1




Remarque :
Lorsque le tableau ne donne pas de résultat général, on parle de « forme indéterminée ».

Les formes indéterminées sont de 4 types exprimés sous forme abrégée par:
0 00

+00 — o0 ; 0 X oo ; - ; —

0 00
Ces notations incorrectes sont a proscrire dans un devoir rédigé !

Alors que fait-on avec les formes indéterminées ?

e Soit (u,) la suite définie pour tout entier naturel n par u,, = 3n> —n — 5.

lim n? = 4odou lim 3n? = 4o

n=too n-=+oo Par somme, on a une forme indéterminée.
lim n=+4ocdou lim —n=-w
n—+oo n—-+oo

Z!SOn factorise par le terme prépondérant :

1 5
VnEN*,un=n2(3————>

n n
1 Ps 1 1 5
lim —=0d'ou lim ——=0 Ainsi, par somme, llm (3 ——— —2> =
n-+on n-+o N n-o+oo n n
lim n? = 4o dou lim —i=0 D duit . 1i 2(3 1_5))\_
Nt o0 nstoo  n2 onc, par pro ult,n_l)rilw n —nTaz) )= +o0
: N : 3n+5
e Soit (v,) la suite définie pour tout entier naturel n par v, = ot
lim n=4o0wdolu lim —2n=—wet hm (-2n+7) = —o0 Par quotient, on a une
lim 37 = 400 d'ol 11m (3n+ 5) = 400 forme indéterminée.
n—+oo

&On factorise numérateurs et dénominateur par les termes prépondérants !
5 5
n (3 + 1—1) _ 3+ E

n(—2+1zl)_—2+%

vn € N, v, =

Dong, par quotient:

5 5
lim —=0d'ou lim (3 +—) =3
n-+oon n—+co n I 3
7 7 _l)moo Un=—%
lim —=0dou lim( 2+—)=—2 not 2
n-+oon n—»+oo n

Exercices :

Déterminer, dans chaque cas, la limite des suites définies sur N par:

1-n -2n’+4n-5 . n+5
1+n n nz+6n+9 " 3n2-2n+3

U, =5-2n; v,=6n -n—1; w, =

IV- Propriétés sur les limites des suites :
1) Limites et comparaison :

M THEOREME DE MAJORATION
Soit (u,) et (v,) deux suites vérifiant les conditions suivantes :
* A partir d'uncertain rang, on a v,, > u, * 111}_1 U, = +oo + démonstration
n—-+oo

Alors lim v, = 400

n—+oo




THEOREME DE MINORATION

Soit (u,) et (v,) deux suites vérifiant les conditions suivantes : ) ,
La démonstration est

* A partir d'un certain rang,on a v, > u, * lirp Up = — analogue a la précédente.
n—->+oo
Alors lim u,, = —o
n—-+oo
THEOREME

Soit [ € R et (u,,) une suite croissante.

Si lim u, = lalors tous les termes de la suite (u,) sont inférieurs ou égaux a .
n-+oo

+ démonstration

Remarque :
On peut dire aussi que la suite (u,,) est majorée par le nombre L.

— THEOREME (admis) dit THEOREME DES GENDARMES

Soitl € Ret (u,), (v,) et (w,) trois suites vérifiant les deux conditions suivantes :

* A partir d'un certain rang, onau, < v, < w, * lim u, =let lim w, =1
n—+oo n—+oo

Alors lim v, =1
n—-+oo

2) Convergence monotone :
— THEOREME (admis)

e Toute suite croissante et majorée admet une limite finie.

e Toute suite décroissante et minorée admet une limite finie.
e Toute suite croissante et non majorée a pour limite +oo. + démonstration
e Toute suite décroissante et non minorée a pour limite —oo.

3) Comportementde«qg™» g€ R:

| THEOREME

Soit g € R. On a les résultats suivants :

*si—1<q<1alors lim g" =
n—+oo

xsig > 1,alors lim g" = 4o + démonstration

n—-+oo

* si g < —1,alors la suite(q™) ¢ n'admet pas de limite, finie ou infinie.

Remarque :
Pour g = 1, la suite est constante et égale a 1(donc convergente !).

Pour g = —1, la suite (q™) prend périodiquement les valeurs 1 et —1, suivant la parité de n.

Exemple :
Etudier la limite a I'infini de 3™ — 4™ :

On a, directement, une forme indéterminée. Cependant, soitn € N :

3n—4n=4n<i—:—1>=4n<(z)n—1>

n

3 3
lim 4™ = +oocar4 > 1et lim (Z) =0car—1<Z<1.

n—-+oo n—-+oo

n—-+oo

3 n
Donc lim ((Z) - 1) = —1 et, par produit, on en déduit que liI_P (3" —4™) = —oco.
n—->+oo

B ————————————————
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