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Durée de I’épreuve : 4 heures (minimum 3 heures)

ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE

Les calculatrices électroniques de poche sont autorisées, conformément a la reglementation en vigueur.

Le sujet est composé de 5 exercices indépendants. Le candidat doit traiter tous les exercices.
Dans chaque exercice, le candidat peut admettre un résultat précédemment donné dans le
texte pour aborder les questions suivantes, a condition de I’indiquer clairement sur la copie.

Le candidat est invité a faire figurer sur la copie toute trace de recherche, méme incompléte
ou non fructueuse, qu’il aura développée.

Il est rappelé que la qualité de la redaction, la clarte et la précision des raisonnements seront
prises en compte dans I’appreéciation des copies.

Avant de composer, le candidat s’assurera que le sujet comporte bien 6 pages numeérotées
dont une feuille annexe a rendre avec vos copies (ne pas rendre le sujet).




EXERCICE 1 5 pts

Les deux parties sont indépendantes :

PARTIE A
1 0 a
1) SoitlamatriceM =0 1 0 ]ou a estun réel donne.
0 1 0

a. Calculer M? et M3 puis faire une conjecture sur I’expression de M™, pour n entier naturel, n > 1.
b. Prouver cette conjecture par récurrence.
2) Vrai ou Faux : les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier précisément.
a. Sion peut calculer la matrice A + B alors on peut calculer la matrice AB.
b. Pour toutes matrices carrées A et B de méme ordre, (A + B)? = A? + 24B + B2.
c. Soient deux matrices carrées A et B, d’ordre 3 et inversibles, alors AB est aussi inversible et

(AB)~! = B~1471,

PARTIE B
1) Pour cette question, une seule réponse est exacte. Indiquer sur la copie la lettre correspondant a la réponse,
puis le justifier :
On considére dans ’ensemble des entiers relatifs I’équation : x2 —x + 4 = 0 (modulo 6).
Réponse A : toutes les solutions sont des entiers pairs.
Réponse B : Il n’y a aucune solution.
Réponse C : Les solutions Vérifient x = 2 (modulo 6).
Réponse D : Les solutions vérifient x = 2 (modulo 6) ou x =5 (modulo 6).
2) Les quatre questions sont indépendantes. Pour chaque question, une affirmation est proposée. Indiquer si elle
est vraie ou fausse, en justifiant la réponse. Une réponse non justifiée ne sera pas prise en compte.
a) On considére I’équation (E) : 2x + 11y = 7, ou x et y sont des entiers relatifs.
Affirmation 1 : « Les seuls couples solutions de (E) sont les couples (22k —2; —4k + 1)
avec k appartenant a I’ensemble Z des entiers relatifs. »
b) Affirmation 2 : « Le reste de la division euclidienne de 20152°15 par 7 est 1. »
c) Affirmation 3 : « Pour tout entier naturel n, 3 divise le nombre 22™ — 1. »

d) Affirmation 4 : « Pour tout entier naturel n non nul, n et 2n 4+ 1 sont premiers entre eux. »




EXERCICE 2 4 pts

PARTIE A Restitution organisée de connaissances
Soit z un nombre complexe. On rappelle que Z est le conjugué de z et que |z| est le module de z.
On admet I’égalité : |z|? = zZ.

Montrer que si z; et z, sont deux nombres complexes, alors |z, z,| = | z;] |z,].

PARTIE B Etude d’une transformation particuliére

Dans le plan complexe rapporté au repere orthonormé direct (O ;1,7 ), on désigne par A et B les points d’affixes

respectives 1 et —1.

Soit f la transformation du plan qui a tout point M d’affixe z # 1, associe le point M" d’affixe z' tel que :

1) Soit C le point d’affixe z; = —2 + i.
a. Calculer I’affixe z., du point C’ image de C par la transformation f et placer les points C et €’ dans un
repére donné en annexe.
b. Montrer que le point C’ appartient au cercle @ de centre O et de rayon 1.
c.  Montrer que les points 4, C et C’ sont alignés.
2) Déterminer et représenter sur la figure donnée en annexe 1’ensemble A des points du plan qui ont le point A pour
image par la transformation f.
3) Montrer que pour tout point M distinct de A, le point M’ appartient au cercle G.

4) Montrer que pout tout nombre complexe z + 1,

z'—1

est réel.
Z —

5) On a placé un point D sur la figure donnée en annexe. Construire son image D’ par la transformation f.

EXERCICE 3 3 pts

Cet exercice est un questionnaire a choix multiples. Aucune justification n’est demandée. Pour chacune des
questions, une seule des quatre propositions est exacte. Chaque réponse correcte rapporte 0,75 point. Une réponse
erronée ou une absence de réponse n’ote pas de point. Le candidat indiquera sur la copie le numéro de la question et la

réponse choisie.
: i —iZ . Z1 .
1) Soitz; = V6 e'% et z, = V2 e”'3. La forme exponentielle de — X i est:
Z2

.19 131

LT 7T
a)V3e' 1z b)V12 e™'12 c)V3e'lz d)V3e'12




Dans les trois questions suivantes, le plan complexe est rapporté au repere orthonormé direct (0 ; u,v ). Soit z un
nombre complexe de la forme x + iy, ou x et y sont des réels.

2) Soit z le nombre complexe d’affixe (1 + i)*. L’écriture exponentielle de z est :

. . .TT .TT
a)V2el™ b) 4ei™ c)V2e's d)4e's

3) L’ensemble des points M du plan d’affixe z = x + iy telsque: [z — 1+ i| = |\/§ — i| a pour équation :

x-1D*+@+D*=2 bE+D*+@-1D?=2 oG-D*+@F+1D*=4 d))’=x+\/§2_1

4) Soit 4, B, C trois points du plan complexe d’affixes respectives :

ZA=_1_I, ) ZB=2_2l ) ZC=1+5l

Zc — 27

On pose : Z = .
Zp — 24

a) Z estun nombre réel.
b) Le triangle ABC est isocéle en A.
c) Letriangle ABC est rectangle en A.

d) Le point M d’affixe Z appartient a la médiatrice du segment [BC].

EXERCICE 4 4 pts

Soit f la fonction dérivable, définie sur I’intervalle |0 ; +oo[ par :
Fe)=er 4=
x) =e*+-
X

PARTIE A Etude d’une fonction auxiliaire

a) Soit la fonction g dérivable, définie sur [0 ; +oo[ par :
gx) = x%e* — 1.
Etudier le sens de variation de la fonction g.
b) Démontrer qu’il existe un unique réel a appartenant a [0; +oo| tel que g(a) = 0.
Démontrer que a appartient a I’intervalle [0,703 ; 0,704].

c) Déterminer le signe de g(x) sur [0; +oo].
PARTIEB Etude de la fonction f

a) Déterminer les limites de la fonction f en 0 et en +co.




b) On note f' la fonction dérivée de f sur I’intervalle ]0 ; +oo].
Démontrer que pour tout réel strictement positif x,

gx)
x2

F'G0) =

c) En déduire le sens de variation de la fonction f et dresser son tableau de variation sur I’intervalle ]0 ; +oo].

d) Démontrer que la fonction f admet pour minimum le nombre réel :

e) Justifier que 3,43 < m < 3,45.

EXERCICE 5 4 pts
Dans cet exercice, les probabilités seront arrondies au centieme.
PARTIE A

Un grossiste achéte des boites de thé vert chez deux fournisseurs. 1l achéte 80 % de ses boites chez le fournisseur A et 20 %
chez le fournisseur B.

10 % des boites provenant du fournisseur A présentent des traces de pesticides et 20 % de celles du fournisseur B présentent
aussi des traces de pesticides.

On préléve au hasard une boite du stock du grossiste et on considére les évenements suivants :
* événement A : « la boite provient du fournisseur A » ;
« événement B : « la boite provient du fournisseur B » ;
« évenement S : « la boite présente des traces de pesticides ».

1) Traduire I’énoncé sous forme d’un arbre pondéré.
2)

a. Quelle est la probabilité de 1’événement B N S ?

b. Justifier que la probabilité que la boite prélevée ne présente aucune trace de pesticides est égale a 0,88.
3) On constate que la boite prélevée présente des traces de pesticides.

Quelle est la probabilité que cette boite provienne du fournisseur B ?

PARTIE B

Le gérant d’un salon de thé achéte 10 boites chez le grossiste précédent. On suppose que le stock de ce dernier est
suffisamment important pour modéliser cette situation par un tirage aléatoire de 10 boites avec remise.

On considére la variable aléatoire X qui associe a ce prélevement de 10 boites, le nombre de boites sans trace de
pesticides.

1) Justifier que la variable aléatoire X suit une loi binomiale dont on précisera les parameétres.

2) Calculer la probabilité que les 10 boites soient sans trace de pesticides.

3) Calculer la probabilité qu’au moins 8 boites ne présentent aucune trace de pesticides.




FEUILLE ANNEXE POUR L’ EXERCICE 2

NOM : CLASSE : TERM S
PRENOM :
A
v
ep U w




